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Généralisations et Modifications d’un Théorème de Frobenius 

4. Sim, <1, < <* <Tn < petsi la distribution des signances 
est la même pour tous les déterminants, on a la relation (*) : 

1 |e (D) | = 

<I (‘“xp °’x,,) [&=1,…,p—n} 

les n suites pîv), — pÇÏ), w(lv), Q0 D @-heD 
constituant » permutations des nombres 1, …, p, pourvu que 
celles où v est rang signant soient de même signe. 

Par cette relalion, un déterminant Ao, troué suivant un domaine 
(â n dimensions), V, rectangulaire et d’arêtes parallèles à celles 
de la matrice, s’exprime à l'aide de la somme des 

duit t pris dans le domaine V. 

(*) Cette relation a été donnée, pour les déterminants ordinaires (n = 2), et 

sa démonstration a été esquissée, par G. Frobenius, dans son célèbre Mémoire 
sur la théorie des formes, intitulé : Ueber die Elementartheiler der \Determi- 

nanten, SITZGSB. K. PR KAD. Wiss. BERLIN, 1894, 1" semestre, pp- 31-44, 

partie. pp. 4 Vote on à Theoremtof Frobenius’ connected 

with Invariant-Factors, Pnoc. R. Soc. EniNpurau, t. XLIl (1921-1922), 
Part III, pp. 342-347 ; M. Lecat, C. R. Acap. Sc. Panis, t. 176 (1923. 1), p- 972- 
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2. Démontrons ce théorème. Posons, pour la facilité : 

=[F 000e 
HR |n 0 

el désignons : a) par N la matrice oblenue en supprimant de M 
les files se croisant sur un élément de V, soit F (e,, …, €») ou 
plus simplement F ; b) par W le domaine commun à Vetä N; 
c) par En un mineur, d’ordre R, pris dans W et par Ex le mineur 
complémentaire pris dans N. 

Par la règle de dérivation d’un produit, on à : 

Les seuls termes non-nuls dans la première et dans la deuxième 
somme du second membre sont fournis respectivement par 
les Dx et par les D', contenant F. Et comme ces deux cas s’ex- 
cluent, on conclut qu'il n’y a pas de D, fournissant des termes 
à la fois aux deux sommes. 

Si un Dp contient F, c’est que son ordre R #0 et la dérivée 
figurant dans la première somme est, dans la matrice du D,, le 
sous-déterminant de F, c’est-à-dire un Ex—i ; quant à D'a, c’est 
E'r-1, cofacteur de Ez— dans M et contenu dans N. 

Si un D' contient P, c’est que R < r. Dans ce cas, Dr n’est autre 
que Ex et, comme plus baut, la dérivée figurant dans la seconde 
somme est précisément E'n 

Il en résulte que le second membre de l’égalité (1) peut encore 
S'écrire : 

T m=l 

D( 05 E Fa-r t HEN Es E 

et cela esl vrai pour tout élément F (e,, …, €n) du domaine V. 
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«'+1, on voit que la seconde somme est l’opposée 
re et qu’ainsi l’expression 

Comme « 
de la premi 

ne dépend pas du contenu de V, les termes qui contiennent de ses 
éléments se détruisant entre eux. 

Or, si l’on vide V, les D s’annulent sauf D, auquel on attribue 

la valeur 1; quant à D'o, il devient le déterminant À de la 
matrice M. La relation (1)est ainsi démontrée. 

temarquons que c’est uniquement pour simplifier les notations 
qu’on a supposé le vide placé en tète de la matrice. Il est évident 
que ce choix ne diminue en rien la généralité du théorème, puis- 
que des translations de tranches n’altèrent pas la valeur absolue 
du déterminant. 

Constatons : 1° que le nombre C (,, …, ?n) est indépendant de 
l’ordre p de la matrice M, et 2 que le délerminant Ao s’éva- 
nouit (*) si En > p(n — 1) (condition non nécessaire), ce qui 
donne une somme nulle de produits de couples de déter- 
minants (#). 

8. La loi du développement suivant les mineurs d’ordre quel- 
conque permet de voir aisément que le second membre de la 
relation (I) peut être remplacé par l’expression (°) : 

() CF. nos Leçons sur la théorie des déterminants, Gand, Paris, 1910, 
pp. 41-42 ; Abrégé, 1911, exercice 41, pp. 41-42. 

(2) Pour les déterminants ordinaires, des cas très particuliers ont été donnés 

C. Le Paige, Sur quelques points de la théorie des formes algébriques, 
MÉM. Soc. R. LuÉ (2) t. IX, 1880, éd. 1 mém, n° 4, pp. 16-21 ; 
J. Deru Sur certaines sommes de déterminants, 1p1D., (2) t. X, 1881-1882, 

éd. 1883, mém. n° 4, pp: 3 à L; Th. Muir, On vanisking aggregates of 
determinants, Pnoc. R. Soc. EnivpunGii, t. XV, 1889, pp. 96-105 [1S88]. 

() Cette transformalion est faite, pour n par Th. Muir, Proc. R. Soc., 
EpINBURGIt, t. XLII, 1921-1922, Part III, pp- 344-345. 
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n n à | 
<1= H ,, [1=F (1— à, 8> Ë 

@l PE 2 eu=1+r, L #/l| 
I 

@ 
7, 7 2 8 A 

somme de Ë ( “') =— 2" déterminants d’ordre p. Bien entendu, 
r=0 

les signances doivent Loujours être distribuées de larmême manière. 

4. Il existe une relation analogue pour le cas d’un vide s’éten- 
dant partout à l’extérieur d’un espace axial E ("). On a, en effet, 
l’égalité : 

(n {F(é — in)di 

| 
167 = F@, - tn)11 —3 

| 
qui se démontre en développant les déterminants en fonction de 
déterminants à espace axial vide (*)- 

En langage géométrique, on peut dire que : la différence entre 
un délerminant plein À et celui A obtenu en vidant À à l’exté- 
rieur d’un espace axial E, cette diffévence vaut : 

p Ÿ Û 

y a_a= Ê ( 51" Ë A 1} 
T= t=1 

SLV (Ly, —, tr) désigne un déterminant obtenu à partir de À en 

y vidant, au dehors de Ë, les tranches , …, t d'une orientation 

arbitrairement choisie. 
Remarquons que la valeur « — p donne le déterminant 

|F <a, i,.) (1 — d ,) ; 
| P 

(*) Muir (loc. cit., $ 6, pp. 343-846) à donné cette relation pour n = 
( Gf. M. Lecat, Développement des déterminants en fonclion de détermi- 

nants à espace axial vide, ANNALES, t. XLII, 1922-1923, Lr® partie, pp. 205-215 ; 
C. R., t. CLXXV, 1922, II, pp- 1185-1188 (séance du 11 décembre). 

û , dn) | + 

p 

s[=rt6-»,-0]{ 
p 
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dont le vide s’étend sur E et est par conséquent complémentaire 
du vide de Ao. ç 

Dans la formule (III), on peut distinguer deux cas : suivant 

que m < k ou > k, le vide de chaque tranche de l’orientation 
choisie est respectivement un espace diagonal ou une couche, 
chacun à Æ — 1 dimensions. 

5. Voici des exemples très simples, mais suffisants cependant, 
pour mettre en lumière la propriété faisant l’objet du n° 4. On a : 

(|Fc 0 l ,‘[m lablm l |lm 

! lczl‘. (P8 CHCUIAUES, lrs 

, s22>1 AN «gaux CHDhos 3 afl\. âE 

cEU © rôlpo y Dle » T 5/lo 

‘ais | (Ls l b\lm la b|.m l b|l.m 

ce . dirs ed|. s‘ .d.. s 
2> e LN 2ES ps e p Ë 
1Rn a.‘Àu ap‘À.la.h_ 

dji.0 B -lpo r èle . v e - 

à condition d’ajouter aux seconds membres le déterminant plein. 

6. Données pour le cas des vides rectangulaire ou axial, les 
lois des n°° 3 et 4 se généralisent dans la suivante : Si l« loi de 
distribution des signances est partout la même, trouer-un déter- 
minant À lui fait perdre la valeur donnée par la relation (IV), 
V (Ly, - Ln) désignant À où les tranches {y, …, Ly, d'une même 

orientation arbitraire, ont élé trouées complémentairement aux 

tranches correspondantes de Ao. 
Le second membre comporte 2#—I déterminants ; mais si le 

vide ne s’étend que sur q tranches de l’orientation choisie, ce 
nombre devient 24 — 1, car des déterminants s’évanouissent. 

7. Exemples. — 1) Le déterminant 

c‘ |a be| ‘ab ubcl ab.| 
d .=+;zle[«def—“._e/+rc/‘ 

1 hi. fgnil |g h ‘gILiJ ghzl 
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jabe b.‘ labe abc ‘ 
—+\d e ["— def-jde. —jdef| Ç 

1g hi lg hi lg hi 19 f 

.b.‘ @ dc 1 à 

àc #docp400 5 008 
lg h: OEx 1C )apéés Gc Ÿs 

et les mèmes relations existent entre les permanents. 
2) À condition d’ajouter aux seconds membres le déterminant 

de la matrice pleine correspondante, on à : 

claB .JABC a b .|aBy|ABC 

v;LM\‘=—lmnÀuvl\l\ 
»s <0> cS tlpor|RST 

@6 ce y eB0 ab JABC 
—JimniM p -|LMN]| + z…nïMx. LMNI, 

rst|. c0 .|RST U 0R ST 

si l’on opère sur les tranches juxtaposées dans la représentation 
en plan ; suivant l’une des deux autres manières, le même déter- 

minant est égal à : 

ab (\ a bclaBy|ABC 

—Jlmn|\ u v LMN]| — [Imn M u A 

rslpuT\RS'l‘ HE UIpRo T/RS N 

abclapBtiABC ab d°41|0 
—|lmniX p v|LMN]| + jlmnri\u ds 

Oc se rs tlipor/RST 

(zb..."{}... @ bcla B y|ABC 

+J{mni\yu v|LMN] + lmu‘\ 155118 3 
OiLs2Oe — | pésqgs =c 0P 

et ces relations ont lieu quelle que soit la distribution des 
signances ; elles valent donc pour le permanent et pour les trois 
déterminants proprement dits (quasi-persignants). 

= 1A}r SEn HR



E— () M Mum(oe cit,89p.3 très 
g.uunüu du déterminant fi\« u!(,… 7) p* 

fait la remarque analogue pour le cas du vide rectangulaire, ce -,£:« u…,"‘, 
erreur manifeste ; en effet ; 

a bc 
derf 

10290 
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|ab | b .| Jabc| înbci 
=—+jdef— dn/—‘de.‘—def‘ 

ghi { ghoi ghi lg! 

.b.‘ 1U abcl. 150 

+,[l e . +ide f‘+\d e lde 

19 6107652825 p RN 

et les mèmes relations existent entre les permanents. 
2) À condition d’ajouter aux seconds membres le déterminant 

de la matrice pleine correspondante, on a : 

claB .|ABC ab ‘aBï\‘ABC 

ds .v'LMN=-lmnhpv;l…\lN 

w 9 p.ïÎRST 2 .lEpdïilb"l‘ 

abe ABC abv,.’r‘ABC 
—|Imn|X\ p .j|LMN]| + lmn‘Àu (LMN|, 
19 Cs Ÿ spt S s005 PS 

si l’on opère sur les tranches juxtaposées dans la représentation 
en plan ; suivant l’une des deux autres manières, le mème déter- 
minant est égal à : 

ab aTle abc'apyt'ABC 
—lmn\uvL\l\ — jlmnj\®u .. -. 

1':lpdï[l{bT sSE UP 0 TRIS D 

abcilaBriABC aNDes E AT) 

—|lmniX u v|LMN} + JUmn|XNu .|- 
rs tlpor|RST Li. 0 

(l[]…'-.[‘ abclaBy|ABC 
+[mnÀuvl…\l\ mN 3 

se Ueot e 

et ces relations ont lieu quelle que soit la distribution des 
signances ; elles valent donc pour le permanent et pour les trois 
déterminants proprement dits (quasi-persignants). 
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8. La relation (II1), du n° 4, se généralise encore dans une 
autre voic. On a, en effet, l’égalité : 

IR, 0) —0 /0a)] Oup:0eta y = | VOD 151601 4 

\ W Çéy 00 En) H [AC, <0s En — F Cs c00 én 

\ 
tl r‘a 

Done, à condition de diminuer de /à, , ?n) les éléments 
F(àr, …, 7u) de l’espace axial de A,, les zéros des déterminants V 
de (IV) peuvent être remplacés par des fonctions arbitraires 
f, , tn), pourvu qu'elles soient les mêmes pour tons les Ÿ (). 

() Th. Muir (loc. cit., 8 9, 
particulier du dêurmmmt ordinaire, L emm 4gal àt »\ 
Jfait la remarque analogue pour le cas du vide rectaugulair 
“érreur manifeste ; en ellet : 

abe abx 
de [l s25 | Ec 
,h h 

| 
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Ainsi on a : 
B= DSD - ab pql l'Al}|pq’ 

« —R s— dir sl Jc'din s 

ab AB q Déaslele hs 
aA . ; b1p ql \AB pql 

a=py ° s— s 

a ÀÙU"I 
T|e l+‘ ps 

9. Fondement de la relation générale [n° 6], le développement 
, suivant les mineurs a lieu, non seulement pour un déterminant, 

mais encore pour toute fonction w linéaire par ‘rapport aux 
éléments de toute tranche, et par suite définie en appliquant au 
permanent n’importe quelle règle des signes. Il en résulte que ce 
qui précède vaut pour les fonctions w, à condition bia» antendn - 
de n’utiliser, dans une mème relation, qu’une seule règle des 
signes pour toutes les fonctions w trouées. 

Dans un prochain travail, nous développerons une théorie 
analogue pour les pfaffiens à n dimensions, dont la définition 
repose sur certaines de nos recherches publiées en 1910. 

Louvain. — Établissements Fn. CEUTERICK, rue Vital Decoster, 60. 
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