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Généralisations et Modifications d’un Théoréme de Frobeniug

1. Sir, <7, € -+ <1y < pelsila distribution des signances
est la méme pour tous les déterminants, on a la relation (*) :

|\ L= p
r, 1‘l r” | \
L\ l
Yoo 2 L0 e G
e g | j=1
B0 o) | g
X l | (q)Kl,..-, q)l\'”)i(K=1,-..,l)'—ﬂ)’
$ . (
les n suites p(lv), e p’:'), qaiv), s cpj)v)_“ (=15 coon D)k

constituant » permutations des nombres 1, ..., p, pourvu que
celles onl v esl rang signant soient de méme signe.

Par cette relalion, un déterminant Ay, troué suivant un domaine
(A n dimensions), V, reclangulaire el d’aréles paralléles & celles
de la matrice, s'exprime & l'aide de la somme des

r n
OO o500 ) = Zl I‘l'_[ <7;>
R=0

produits, chacun de deux mineurs complémen'taires, formés dans
la matrice totale neutralisée M, le premier facleur de chaque pro-
duit élant pris dans le domaine V.

(1) Cette relation a été donnée, pour les délerminants ordinaires (n = 2), et
sa démonstration a éLé esquissée, par G. Frobenius, dans son célébre Mémoire
sur la théorie des formes, intitulé : Ueber die Elementartheiler der {Determi-
nanten, Sirzesp. K. Preuss. Akap. Wiss. BERLIN, 1894, 1¢7 semestre, pp. 31-44,
partic. pp- 41-42. — Cf. Th. Muir, Note on a Theoremfof Frobenius’ connecled
with Invariant-Facltors, Proc. R. Soc. EpINBURGIH, t. XLII (192(-1922),
Part 111, pp. 342-347 ; M. Lecat, C. . AcAD. Sc. PARIS, t. 176 (1923. 1), p. 972.



6. — 323 —

2. Démontrons ce théoréme. Posons, pour la facilité :

L]
pa> (1) (n)
e F p. 1) 00OCy) p- b
DR I (Jl J:t)'llsl.-..m

=] P (2 - o) | ;

| Ky ' (K=15 v D.- R)

el désignons : a) par N la matrice oblenue en supprimant de M
les files se croisanl sur un élément de V, soit I (g, ..., €,) ou
plus simplement IF; &) par W le domaine commun a Veta N ;
¢) par Eg un mineur, d’ordre R, pris dans \V et par ['x le mineur
complémentaire pris dans N.

Par la régle de dérivalion d’un produit, on a :

| '
R j n(Du 5 AR (‘DR
L 2;< 1) D, D, ) CWESEDL B (— 1)° D -

I{ =U R=V

Les seuls termes non-nuls dans la premiére et dans la deuxieme
somme du second membre sont fournis respecltivement par
les Dy, et par les D'y contenant I°. Et comme ces deux cas s’ex-
cluent, on conclut qu'il n’y a pas de D fournissant des lermes
a la fois aux deux sommes.

Si un Dy contient IY, c’est que son ordre R -~ 0 et la dérivée
figurant dans la premiére somme est, dans la matrice du Dy, le
sous-déterminant de F, c’est-a-dire un Ez—,; quant a D', c’est
Ii'r -1, cofacteur de E.m dans M el contenu dans N.

Siun D'y contient I, ¢’est que R << 7. Dans ce cas, Dp n’est autre
que Eg e, comme plus haut, la dérivée figurant dans la seconde
somme esl précisément E'y.

Il en résulte que le second membre de I’égalité (I) peut encore
s'écrire :

7]"'

|
at
)1 1 15, A 2:<~1> RESE
o=

et cela est vrai pour tout élément I (¢, ..., €,) du domaine V.
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Comme a =o' -+ 1, on voil que la seconde somme est 'opposée
de la premiére et qu’ainsi I'expression

U

PICEINIA

R=l
ne dépend pas du contenu de V, les lermes qui contiennent de ses
¢léments se détruisant entre eux.

Or, si Pon vide V, les D, s’annulent sauf D,, auquel on attribue
la valeur 1; quant a D', il devient le déterminant A de la
matrice M. La relation (I) est aipsi démontrée.

Remarquons que ¢’est uniquement pour simplifier les nolations
qu’on a supposé le vide placé en téte de la matrice. Il est évident
que ce choix ne diminue en rien la généralité du théoréme, puis-
que des translations de Lranches n’altérent pas la valeur absolue
du déterminant.

Constalons : 1° que le nombre G (7, ..., ,) est indépendant de
Pordre p de la matrice M, et 2° que le délerminant A, s’éva-
nouit (') st Xy > p(n — 1) (condition non nécessaire), ce qui
donne une somme nulle de produits de couples de déter-
minants (*).

3. Laloi du développement suivant les mineurs d’ordre quel-
conque permel de voir aisément que le second membre de la
relation (1) peut étre remplacé par 'expression (%) :

| rl )-l
| ™ . . | A\ n <~ . .
(ORRLCHERAN = EO MU (€ P00 (0o s )

oY= A=1

(") Cf. nos Legons swr la théorie des déterminants, Gand, Paris, 1910,
pp. 41-42; Abrégeé, 1911, exercice 41, pp. 41-42.

(*) Pour les déterminants ordinaires, des cas trés particuliers ont été donnés
par : C. Le Paige, Sur quelques points de la théorie des formes algébriques,
Mim. Soc. R. Sc. Ligce, (2) t. IN, 1880, éd. 1882, mém. n° 4, pp. 16-21 ;
J. Deruyts, Swr certaines sommes de délerminants, 1oin., (2) . X, 1881-1882,
éd. 1883, mém. n® 4, pp. 3 & [1; Th. Muir, On vanishing aggregates of
determinants, Proc. R. Soc. EpiNguncir, t. XV, 1889, pp. 96-105 [1888].

() Cette transformalion est faite, pour n = 2, pac Th. Muir, Proc. R. Soc.,
EpiNpuncH, t. XLII, 1921-1922, Part 111, pp. 344-345.
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2 9;.1=1+7‘Pl R

7
7. - » . -
somme de v ( 2 ) = 9" déterminants d’ordre p. Bien entendu,

R=0
les signances doivent loujours élre distribuées de ]a'méme maniére.

4. 1] existe une relation analogue pour le cas d’un vide s’élen-
dant partout a extérieur d'un espace axial £ ('). On a, en elfel,
Pégalité :

a1 l(z,, ooy 1“= 4,,(5., G
o | )
+ng(—1)";' HEr ) ~'1—-b,- [1 —lal(l s I‘,H\] ik

qui se démontre en développant les déterminants en fonction de
déterminants a espace axial vide (*).

En langage géométrique, on peut dire que : la différence enlre
un déterminant plein A et celui D, oblenw en vidant & a exté-
riewr d'un espace axial I, cetle différence vaul :

) 3 ) i
(lV) A_A’):ﬁ.(_‘i)"_lﬁvulw""['n’)v

=1 t=1

$T 9 (U, ..., ty) désigne un délerminant obtenu a partir de & en
y vidant, auw dehors de L, les tranches ty, ..., t d'une orientation
arbitraivement choisie.

Remarquons que la valeur m = p donne le déterminant

iF(i,,..., )(4 Oraps ) :
i : p

(") Muir (loc. cil., § 6, pp. 345-346) a donné cette relation pour n = 2.

(3) Cf. M. Lecat, Développement des déterminants en fonclion de délermi- |
nanls @ espace axial vide, ANNALES, t. XLII, 1922-1923, 1r¢ partie, pp. 205-215 ; f
C. RR., t. CLXXYV, 1922, 11, pp. 1185-1188 (séance du 11 décembre).
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dont le vide s’étend sur E et est par conséquent complémentaire
du vide de A.. '

Dans la formule (I1I), on peut distinguer deux cas : suivant
que m < k ou > [, le vide de chaque tranche de l’orientation
choisie est 1e~pechvemenl un espace diagonal ou une couche
chacun a £ — 1 dimensions.

5. Voici des exemples trés simples, mais suflisants cependant,
pour melttre en lumiére la propriété faisant 'objet du n° 4. On a :

eior ‘lm a bl m 5 e WA
C(ll' 3 o Dot [P 43 cad $ T ()
—— ===l
A u a BN M CEIEST 5 CSils oo
lpo tdlpo T 0 TAROlS
a l bl m AR OiE b|. m
(IRRA o SRS cd;.s L | vels
— LS | sk ‘ e X
Bl. w a.')\p a B[N . 54 )
s @ g p o (SO DS T ol

a condition d’ajouter aux seconds membres le déterminant plein.

6. Données pour le cas des vides rectangulaire ou axial, les
lois des n°* 3 et 4 se généralisent dans la suivante : Sz la loi de
distribution des signances est partout la méme, trouer un déter-
mainant & lui fait perdre la valewr donnée par la relation (IV),
v (L, .-y L) désignant & ow les lranches Ly, ..., L, d'une méme

orientalion arbitraire, ont élé (rouces complémentaivement aux
tranches correspondantes de A,.

Le second membre comporte 2—I délerminants ; mais si le
vide ne s’étend que sur ¢ tranches de l'orientation choisie, ce
nombre devient 22 — 1, car des délerminants s’évanouissent.

7. Exemples. — 1) Le délerminant

| la bc| |abd a.bc‘ a .|
'tle[—-‘tlef—;., fil-t s el
Jlt I lg h 1| () o o ghi‘ g h ‘
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a b c . b ‘ la b ¢ a b c|
= Lid et fil—ld'e fi=|d e .|—d e f|
A,‘ghz' g h i 1g hiy | g ‘
o) ; e b iabcu o)
+’de.+‘de ‘+:(le ‘—'(Ie ;
A0 T R (] e g

et les mémes relalions existent entre les permanents.
2) A condition d’ajouter aux seconds membres le déterminant
de la matrice pleine correspondante, on a :

cle B .|ABGC apbE = LaNBE e "AT B C

R LS vILMNl=—l!man|\ p vILMN
pas =R [ [pRes e SRS T -2 t!pcr‘l(ST
G0 Blle o §7 AN T af bt A B G
= Emini N LM N - lmn?)\u.-‘L‘\lN,
s e tg R RS et o R ST

si 'on opére sur les tranches juxtaposées dans la représentation
en plan ; suivant 'une des deux autres maniéres, le méme déter-
minant est égal & :

ab...'f'l... ap bRl B EASB G
— 1l mn|N u viLMN| — lmn“)\,u....
MBI S DG RST s DS or TR ESHT
abclaB tlABC (0 {070 v o 1
—|tman N p vILMN| 4+ |l m n|\ p b aims
l % A s | R cRT TRESHT
(D) o o s S B e o Sl abciaB‘r’A B C
+|lman N u viILMN| + |l mau|\ T 5 ket ol b3
AT | o R

et ces relations ont lieu quelle que soit la distribution des
signances ; elles valent donc pour le permanent et pour les trois
déterminants proprement dits (quasi-persignants).




stetier (111, du n° 4, se éﬁnerahse é’ncore %ns tne
e

y jtrp vie, _"“('7 en effet, legahl? PR

& - i ' Y . . =
! i ‘;T:- reiy ?n) — [(?l, veey ln)] bl,‘...., in }p = ‘ I (l-l, seny in) El'+

]

\ l‘(q,...,z,)+[f(zl,...,z,)—l"(t,,..., in)]-

Done, a condition de dlmmuer de f(i, ..., in) les clemenls i
W, s deils e:pagéna\nal de A, les zéros des déterminants v
de (1Y) peavent élre remplacés pa ‘des fonchons arbltrau'cs o

) Th"ﬂ'ﬂf fl&‘ cit., § 9, p. 347) signale cette propné’g"%ﬁr le cas trés
pm;hculler du ‘déterminant ordlnalre, L élant égal al. Au g .Mb— M?),,;L
t la rer i
- -erreur man
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|abc|:b.l la b ¢ {abcs
=+’def—-|dcf‘—"de [—"defl
~‘ghi' A o7 ‘gh?‘ g
50 ot o "abc‘\ I.b
J-|d e +f(lef‘+‘de.—“(1e :
lg kil g ol g

et les mémes relalions existent entre les permanents.
2) A condition d’ajouter aux seconds membres le déterminant
de la matrice pleine correspondante, on a :

cla B .|]ABC la B Y|[ABG
ViLﬁlN=—l7)l)l|)\pV‘|,.\ll\'

RSS! [§0) 'r!BST l!pcrll SET

e bitcH A B G AR D v|A B G
—llmnlh n LMN] + lmul)\p.le\lN,
PG o RST o A L) R*S'T

si Pon opére sur les tranches juxtaposées dans la représentation
en plan ; suivant 'une des deux autres maniéres, le méme déter-
minant est égal & :

() s B i i a b cla’'B YA BG
-—lmn)\va\l\ S lmni)\p....
r s l|lp or lRST rivst tlipto T RS T
asbiiciiias By |"AWBEG ambari s i
—|lmaN p viLMN| + lmn))\p.f. o
t o rs tlpoT|RST
@b Bl e r‘ a bclaB v¥]ABUC
+llimal\ v LMN L lmné)\p.i. ;
t 0'.|. e o gl

et ces relations ont lieu quelle que soit la distribution des
signances ; elles valent donc pour le permanent et pour les trois
déterminants proprement dits (quasi-persignants).
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8. [a relation (I1), du n® 4, se généralise encore dans nne iy
autre voic. On a, en effet, Pégalité :
{ ) ! H n - . )
:[F(ih v "") = [(ih teey i")J bik »in in e ;‘ I (i ln) "I' et

+£(——]) i I (2q, -. ,1,1)—}-[/(11,..., 1) — (o, ey (,,)]

l—l| :
=

Ve s B ,,___,,A) g / - iR S T
oy : V( s i [l - !‘:ll S st ’}VW&“MM —
~ : g g

Done, 4 condition de diminuer de f(zi, ..., 22) les éléments
¥ (2, ..., 7,) de Pespace axial de A, les zéros des déterminants v
de (1V) peavent étre remplacés par des fonctions arbitraires
[(Z,, ..., tn), pourvu qu'elles soient les mémes pour tons les ¢ ().

~ = () Th. Muir (loc. cil., § 9, p. 347) signale cetle pmpniétc'- poux‘ le
particulier du détermm.ml ordinaire, k étant égal * 1, 8 (pp. 34 3
fait la remarque analogue pour le cas du vide ruhuv*uLuu, ce quioest ane
-erreur manifeste ; en eflet :

a b ¢ a b X i c
(i ot N e ] | 7 A FE = | d e f
g h (IO i l

r,,‘_._
?
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Ainsi on a :

a—A b—B! . _ab|pq 'ABlpq‘
“ir—R s—S| ledir s| |cair s

la blp q ABipq].

“lc alrs|T|e alrs)

a—A . |p—P ; _abpq_AB{pq
d—D| . s—S R ¢ Dir s

a b|P q Ab|P q

. cdrS+ cD\r-S

9. Fondement de la relation générale [n° 6], le développement
suivant les mineurs a lieu, non seulement pour un déterminant,
mais encore pour loute fonction y linéaire par rapport aux
¢léments de toute tranche, et par suite définie en appliquant au
permanent n’importe quelle régle des signes. Il en résulte que ce
qui précéde vaut pour les fonctions y, & condition hian antendn
de n’utiliser, dans une méme relation, qu'une seule régle des
signes pour toules les fonctions y trouées. _

Dans un prochain travail, nous développerons une théorie
analogue pour les pfaffiens & n dimensions, dont la définition
repose sur certaines de nos recherches publiées en 1910.

Louvain. — Etablissements FR. CEUTERICK, rue Vital Decoster, 60.
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